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SUMMARY 
The paper deal with an algorithm of  calculation of  orthonormal  K-channel wavelets by iterating on the impulse 

response coefficients of the quadrature mirror filters(QMF) having linear-phase. The K-channel bank of QMF with perfect 
reconstruction property, in contrast with conventional design techniques that atempt to find a unitary alias-component matrix 
in the frequency domain, will be designed in the time domain, based on time-domain orthonormality constraints. The K-
channel design problem is reduced to the problem of finding a suitable lowpas filter g0(n) via iterative optimization method  
maximizing subband gain .for various combinations of K-channels and the filter length N. By imposing further constraints on 
the lowpas impulse response, the continuous bases of K-channel wavelets and scaling function with good regularity 
properties were constructed. 
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1. ÚVOD 
 

Bankám kvadratúrnych zrkadlových filtrov 
(QMF � quadrature mirror filter) sa v posledných 
rokoch venovala ve ká pozornos  [3,4,8,14,15,16]. 
Tie sú aktuálne hlavne v aplikáciach s dekompozíciu 
signálu na zlo�ky rôzneho rozlí�enia a s wave-
letovou transformáciou. Ide hlavne o subpásmové 
kódovacie systémy pre efektívne kódovanie 
re ových a obrazových signálov s cie om dosahova  
vysokú kompresiu údajov. Dvojkanálovú banku 
QMF filtrov s dokonalou rekon�trukciou (DR) prvý 
krát navrhli Smith a Barnwell [10]. Neskôr, na báze 
teórie bezstratových systémov, Vaidyanathan sfor-
muloval podmienky DR pre viackanálové banky 
QMF [9,12]. Vä �ina mnohokanálových bánk QMF  
pou�íva filtre s kone nou impulznou odozvou. Boli 
navrhnuté aj banky QMF s filtrami s nekone nou 
impulznou odozvou, ale pre tieto je problematické 
dosiahnu  ich stabilitu. 

Neskôr bol zistený vz ah medzi mnohoka-
nálovými bankami QMF a waveletovou transfor-
máciou. To viedlo k  výskumu metód rozkladu 
signálov  pomocou waveletovej transformácie (WT) 
[5,11,13]. Mallat dokázal, �e ortonormálna 
waveletova transformácia   je funk ne ekvivalentná  
banke analýzy subpásmového systému s vlastnos ou 
dokonalej rekon�trukcie [6]. Z tejto súvislosti 
vyplynul vz ah medzi bankami QMF a  waveletmi 
[2]. Tento lánok sa zaoberá metódou návrhu 
mnohokanálovej banky QMF v asovej oblasti s 
lineárnou fázovou frekven nou charakteristikou a 
DR. Tieto sú potom pou�ité pre výpo et  
ortonormálnych waveletov kone nej d �ky s 
vlastnos ou symetrie a s dobrou regularitou.  

2. NÁVRH BANKY QMF S LINEÁRNOU 
FÁZOVOU FREKVEN NOU CHARAKTE-
RISTIKOU A DR V ASOVEJ OBLASTI 

 
Maximálne decimovaná banka QMF s po tom 

kanálov K je na obr. 1, pri om Gk (z) sú prenosové 
funkcie filtrov analýzy a Hk(z)  filtrov syntézy. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Obr. 1  K � kanálová maximálne decimovaná banka 

QMF 
Fig. 1  K � channel maximally decimated QMF bank 
 

Pre prenosovú funkciu banky QMF bez aliasingu 
dostaneme  [10,11] 

K 1

k k
k 0

�T(z) X(z) / X(z) (1/K) G (z)H (z)            (1) 

Pritom pre dokonalú rekon�trukciu musí plati  

0-nT(z) cz                                   (2) 

pri om c je ubovo ná kon�tanta a n0 kladné celé 
íslo oneskorenia v asovej oblasti.  Potom dokonale 

rekon�truovaný asove oneskorený signál bude 
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0x(n) cx(n n )                            (3) 

 
Na rozdiel od konven ných metód návrhu,tejto 

banky QMF, ktoré h adajú paraunitárnu maticu 
aliasingových zlo�iek [5] 

0 1 K 1

0 1 K 1

K 1 K 1 K 1

0 1 K 1

G (z) G (z)       ... G (z)

G (zW) G (zW)   ... G (zW)
 (z)

G (zW ) G (zW ) G (zW )

G

/Kj2eW             (4) 
 
pre ktorú platí  

(z) (z) (z) (z)  G G  G G I                     (5) 

vo frekven nej oblasti,vykonáme jej návrh zalo�ený 
na podmienkach ortogonality v asovej oblasti, 
ktorým QMF musia vyhovova . Poznamenajme, �e I 
je jednotková matica rozmeru KxK. Matica 

)(z (z)
~ 1TGG , pri om dolný index �  � znamená, 

�e v�etky koeficienty musia by  nahradené ich 
konjugovanými hodnotami a symbol T transpozíciu. 
V prípade platnosti rov. (5) a za predpokladu, �e 
QMF analýzy budú ma  kone nú impulznú odozvu  
d �ky N a lineárnu fázovu frekven nú cha-
rakteristiku, pri om platí rov. (2) dá sa ukáza , �e 
QMF syntézy Ak impulzná chara-

kteristika g
k kH (z) G (z).

k (n) je symetrická, t.j. gk (n) = gk (N-1-n) 
platí znamienko plus a ak gk (n) je antisymetrická, 
t.j. gk (n) = - gk (N-1-n)  platí znamienko mínus.    

Metóda návrhu QMF analýzy zG k , 

k=0,1,...,K-1 sa pritom redukuje na problém 
nájdenia vhodného dolnopriepustného filtra (DP) 
s impulznou charakteristikou g0(n). Akonáhle je 
tento DP filter navrhnutý, zostávajúci po et (K-1) 
filtrov sa získa aplikovaním operátorov preuspo-
riadania na jeho impulznú chrakteristiku. Aby 
matica G(z) bola paraunitárna, jej st pce musia 
tvori  ortonormálnu bázu vektorov. V asovej 
oblasti tomu zodpovedá ekvivalentná po�iadavka [1] 
 

i j k i
n

g n g n kK j                       (6)

 
kde gk(n), k=0,1,...,K-1 sú impulzné chara-
kteristiky QMF analýzy. Pri návrhu budeme 
vychádza  z obmedzení pre nasledovné parametre. 
Budeme uva�ova , �e N (d �ka impulznej 
charakteristiky QMF) je celo íselným násobkom 
po tu kanálov K a po et kanálov je celo íselnou 
mocninou dvoch, t.j. i2K . Nech gk(n) je st pcový 
vektor impulznej chrakteristiky QMF analýzy v k-
tom kanáli definovaný nasledovne 
 

T
k k k k(n) [g (0) g (1) ... g (N 1)]g        (7) 

 
a  matica posunutia 

.KN

00

I0
W                   (8) 

Potom podmienku ortonormality (6) mô�eme zapí-
sa  v maticovom vyjadrení takto 

.jikj
kT

i gWg                        (9) 

alej predpokladajme, �e prvý z K  QMF s impulz-
nou chrakteristikou g0 je známy a má lineárnu 
fázovú frekven nú charakteristiku (pozitívne 
symetrický). Potom vyhovuje podmienke ortonor-
mality 

T k

0 0 k , k 0, ..., N / K -1g W g       (10) 

Zostavajúcich (K-1) filtrov bude definovaných 
pomocou  g0 takto 

i i 0 , i 1,...,K 1g B g              (11) 

kde matice Bi sú transforma né matice filtrov. 
Dosadením rov. (11) do rov. (9) dostaneme 

j-ik0j

kT

i

T

0 gBWBg                   (12) 

Nech 

j

kT

ikj,i, BWBC                         (13) 

Potom rov. (12) bude ma  tvar 

jik0k,j,i
T
0 gCg  .                (14) 

Preto�e impulzná charakteristika DP filtra sp a 
podmienku n1Ngng 00 , mô�eme vektor g0 

zapísa  v tvare 

T

0 0 N / 2 0[ ]g g J g                        (15) 

pri om 0
~g je st pcový vektor prvej polovice 

koeficientov impulznej charakteristiky, t.j. 

       (16) T
0 0 0 0[g (n) g (1) ... g (N / 2 1)]g

JM je matica rozmeru M x M definovaná násle-
dovne   

kj1MjkMMjkM a,]a[J                 (17) 

kde M závisí na d �ke filtrov N a po te kanálov 
K pre konkrétny prípad. Rozdelením matice Ci,j,k do 
�tyroch kvadrantov máme  

(1) (2)

i, j,k i, j,k

i, j,k (3) (4)

i, j,k i, j,k

C C
C

C C
                   (18) 

Potom mô�eme prepísa  rov. (14) do kompakt-
nej�ieho tvaru  pou�ijúc ~g0 namiesto , t.j. g0
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T

0 i, j,k 0 k i jg D g                           (19) 
 
kde 
 

(1) (2) (3) (4)

i, j,k i, j,k i, j,k N / 2 N / 2 i, j,k N / 2 i, j,k N / 2D C C J J C J C J   (20) 
 
Teraz mô�eme stanovi  podmienky, za ktorých 
QMF definované rov. (11) tvoria systém s DR. Pre 
ka�dú kombináciu indexov i,j a k, musí by  splnená 
jedna z následujúcich podmienok : 

a)  Matica Ci,j,k sa rovná celo íselnej mocnine 
matice W, t.j. 
 

'k

k,j,i WC   ,             (21) 0 k N / K 1
 
a Di,j,k sa výpo íta pod a rov. (20). Potrebné je 
pripomenú , �e g0 bolo zvolené tak, aby vyhovovalo 
rov. (9) a bude tie� vyhovova  rov. (19), ak je 
splnená podmienka (21). 

b)  Matica Di,j,k je v tvare  
 

jik2/Nk,j,i 2ID            (22) 
 

Preto�e 5,0~~
0

T
0 gg , bude matica daná rov. (22) 

vyhovova  aj rov. (20). 
c)  Di,j,k  má symetrickú vlastnos  pre  alebo 

pre k , t.j. 

i j

0
 

T

k,j,ik,j,i -DD ,   a/alebo  k      (23) i j 0
 

d)  Podmieka ortonormality (19) je splnená nie 
na základe Di,j,k ale polo�ením dodato ného 
ohrani enia na g0. 

 
Od tohto okamihu je problém orientovaný na 

nájdenie mno�iny  transforma ných matíc filtrov 
, ktoré budú vyhovova  rov. (19). 

V ideálnom prípade by sme chceli nájs  také 
rie�enie, ktoré vyu�íva vy��ie uvedené podmienky 
a), b) a c) a vyhýba sa podmienke d) tak, aby 
dodato né ohrani enia  (t.j. okrem podmienky (10), 
ktorá musí by  splnená) pre vo bu g

1K,...,1i,iB

0 neboli nutné. 
Av�ak takéto rie�enie je ve mi obtia�né získa . Preto 
bol urobený kompromis a zvolený taký postup, ktorý 
vyu�íva podmienku d) nieko ko krát. Za tým ú elom 
definujeme maticu  
 

M jk MxM
pP                     (24) kj

j
jk )1(p

 

a maticu preusporiadania koeficientov N- tého rádu 
a i-tej úrovne  
 

ii N / 2 i2
A P J                       (25) 
 

kde symbol  ozna uje Kronekerovský sú in 
dvoch matíc. Násobenie daného vektora g0 maticou 
preusporiadania generuje preusporiadanú verziu 
tohto vektora , v ktorom sú hodnoty zlo�iek tie isté 
ako v g0, len sa vyskytujú na iných zmenených 
pozíciách. Potom mô�eme vytvori  mno�inu 
transforma ných matíc filtrov Bj pou�itím uspo-

riadaných permutácií vy��ie definovaných matíc 
preusporiadania nasledujúcim spôsobom 

log K 12

j
i 1

rji
iB A    j = 0 , . . . , (K/2)-1            (26) 

kde kon�tanty rji nadobúdajú hodnoty z mno�iny 
{0,1} a zodpovedajú i-tému bitu s najmen�ím 
významom v binárnom vyjadrení celého ísla j. Pre 
K = 8, hodnoty r11=1, r12=0 a , 

pri om  
1

0
2

1
11 == AAAB

0 1 2 3 1 2 1 2{B , B , B , B } {I, A , A , A A } .          (27) 

Poznamenajme, �e v rov. (26) definuje iba prvých 
K/2  transforma ných matíc  filtrov. Zvy�ných K/2 
matíc získame zo vz ahu 

K j 1 N jB P B     12/K,...,0j            (28) 

Z rov. (11) a (28) vyplýva potom vz ah medzi 
impulznými charakteristikami QMF analýzy 

n

K j 1 jg (n) (-1) g (n), j 0, ..., K / 2 1      (29) 

alebo ekvivalentne 

K j 1 jG z G z , j 0, ..., K / 2 1       (30) 

Z uvedeného vyplýva, �e akonáhle nájdeme 
vhodný DP filter, resp. g0 , potom zvy�ných (K-1) 
QMF vypo ítame na základe rovníc (11), (26) a 
(28). Vhodná impulzná charakteristika g0 bude 
pritom ur ená pou�itím optimaliza nej metódy 
s ohrani eniami [7]. Tento filter musí vyhovova  
podmienkam ortonormality daný vz ahom (10), 
omu zodpovedá N/K rovníc. Okrem týchto g0  musí 

tie� vyhovova  rov. (19) pre ka�dú maticu Di,j,k , 
ktorá nevyhovuje vy��ie uvedeným podmienkam a), 
b) alebo c). Pre 4-kanálovú banku QMF analýzy  je 
posta ujúcich N/K rovníc ortonormality daných rov. 
(10) a �iadne al�ie ohrani enia nie sú nutné. 
S oh adom na rov (19) je potrebné uva�ova  iba 
matice D0,0,k pre k=0,...(N/K)-1. Av�ak pre K=8 
pristupuje najviac [(N/K)-1] dodato ných 
ohrani ení. Okrem matíc D0,0,k je potrebné uva�ova  
tie� matice Di,i+4,k pre k=0,...,(N/K)-1. Dá sa ahko 
overi , �e  

D0,4,k = -D1,5,k = D2,6,k = -D3,7,k , k=1,...,(N/K)-1    (31) 

Splnenie rov. (19) pre D0,4,k  zabezpe uje, �e to je 
splnené aj pre D1,5,k ,D2,6,k a D3,7,k. Pre 8-kanálové 
banky QMF je celkový po et ohrani ujúcich rovníc 
na g0 rovný (2N/K-1). Pre 16-kanálové banky QMF 
ich je (6N/K)-4 a pre 32-kanálové (16N/K)-10. 
V tab.1 je uvedený celkový po et podmienok 
kladených na filter g0  pre systémy s rôznym po tom 
kanálov K a d �kou filtrov N, pri om poml ka v ta-
bu ke zna í, �e ide o neprípustnú kombináciu pod a 
vy��ie uvedených predpokladov. Pre K=16 rov. (19) 
musí by  splnená pre nasledovné matice: D0,0,k , 
D0,8,k , k=0,...,(N/K)-1, D0,7,k , D0,9,k , D0,10,k , D0,11,k
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k=1,...,(N/K)-1. Podobne pre K=32 platí pre matice: 
D0,0,k , D0,15,k , D0,17,k , D0,18,k , D0,20,k , D0,24,k ,  
k=0,...,(N/K)-1, D0,7,k , D0,11,k , D0,13,k , D0,14,k , D0,19,k 

, D0,21,k , D0,22,k , D0,25,k , D0,26,k , D0,28,k , 
k=1,...,(N/K)-1. 

Najviac pou�ívaná miera ú innosti subpás-
mových kódovacích systémov je subpásmový zisk 
[1,14] 

1 / KK 1K 1
2 2

SP k k
k 0 k 0

1
G

K
               (32)    

 
Po et kanálov - K D �ka filtrov 

N 2 4 8 16 32
8 
16 
24 
32 
48 
64 

4 
8 
12 
16 
24 
32 

2 
4 
6 
8 
12 
16 

1 
3 
5 
7 
11 
15 

- 
2 
- 
8 
14 
20 

- 
- 
- 
6 
- 

22

Tab. 1  Celkový po et podmienok, ktorým musí 
vyhovova  g0 

Tab. 1  The total numbers of conditions that g0 must 
satisfy 

 
kde k

2 je disperzia výstupného signálu k-teho QMF 
analýzy pre daný vstupný  signál, pri om platí 

1N

)1N(m
kxyk

2

k )m(d)m(R)0(R , k=0,...,K-1  (33) 

a 
1N

0n
kkkkmk )mn(g)n(g)g,g(d)m(d ,   

k=0,...,K-1                                    (34) 

kde d(m) reprezentuje  autokorela nú funkciu impul-
znej charakteristiky k-teho QMF analýzy. Navrhli 
sme K-kanálové  systémy s d �kou filtrov N, ktoré 
maximalizujú kódovací zisk pre Markovov model 
signálu s autokorela nou funkciou 

Rx(m) = (0,95) m ,       m=0, 1,...              (35) 

Napr. pre prípad K=4, N=16 potrebujeme ur i  
prvých osem koeficientov impulznej  charakteristiky 
g0(n). Po vypo ítaní matíc Di,j,k mo�no ukáza , �e 
existujú iba �tyri rôzne matice pre ktoré musí by  
splnená rov.(19) vo bou impulznej charakteristiky 

0
~g . Sú to matice D0,0,0 , D0,0,1 , D0,0,2 a D0,0,3 . V 

návhu banky QMF h adáme g0 tak, aby GSP bol 
maximálny vzh adom na ohrani ujúce podmienky 

kk

T gDg 0,0,00
~~ ,     k=0,1,2,3                 (36) 

Pre rie�enie úlohy sme pou�ili optimaliza ný 
program CONSTR.M z optimaliza ného toolboxu 
MATLAB. Pre na�u úlohu sme pou�ili zápis 
[x,options]=constr(´gain´,x0, options ), kde x je bod, 
v ktorom má ú elová funkcia minimum. Je zrejmé, 
�e h adanie maxima funkcie ´gain´ je ekvivalentné 

h adaniu minima funkcie -(gain). Parameter x0 je 
inicializa ný bod optimalizácie a parametre options 
sú nastavenia vlastností optimalizácie. Inicializa né 
body x0 sme získali prostredníctvom funkcie fir1, 
ktorej v�eobecný zápis je x0=fir1(N-1,Wn). Táto 
funkcia navrhne íslicový DP filter s d �kou N a 
jeho koeficienty ulo�í do vektora x0. Medzná 
frekvencia Wn musí by  v intervale 0<Wn<1. Vo 
funkcii fir1 sme pou�ili Kaiserovu oknovú funkciu s 
parametrom =4. Vo vektore options bola nastavená 
hodnota options(4)=1e-10, aby boli presnej�ie 
splnené podmienky ortonormality dané rov.(19). V 
options (13) sme nastavili po et obmedzujúcich 
podmienok pod a tab.1 a po et iterácií options (14) 
na 104. 
 
 
3. VÝPO ET  WAVELETOV 
 

V signálovom priestore spojitých  funkcií v ase 
f(t) s kone nou energiou je spojitá waveletová trans-
formácia (SWT) definovaná ako skalárny sú in 

SWT{f(t), a, b}=
a

bt

a

1
),t(f         (37) 

kde (t) je prototypová alebo základná waveletova 
funkcia s parametrami mierky (a) a posunutia (b). 
V praktických aplikáciách waveletovej transfor-
mácie sa obvykle pou�íva jej diskrétna forma 
(DWT) a v prípade dyadických waveletov parametre 
transformácie budú diskrétne:  

2a,1b,2nanbb,2aa 00
rr

0
rr

0 , 

r,n Z. alej uva�ujeme mierkovú funkciu (t), 
ktorá vyhovuje rovnici [1,5] 

0
n

(t) Kg (n) Kt n                 (38)  

spolu s (K-1) waveletmi  

(i )

i
n

(t) Kg (n) (Kt n) ,  i=1,...,K-1,     (39) 

 
ktoré vytvoria úplnú bázu funkcií. Naj astej�ie po-
u�ívanými spôsobmi výpo tu mierkovej funkcie a 
waveletov sú metódy rekurzívnej iterácie [12]. My 
sme pre výpo et mierkovej funkcie pou�ili  metódu, 
ktorá uskuto uje rekurzívne iterácie pomocou rov. 
(38). Pre prvú iteráciu sme pou�ili mierkovu funkciu 
v tvare trojuholníka na intervale t 0,2  s hodnotou 

(1)=1. Wavelety v jednotlivých kanáloch boli 
vypo ítané pomocou rov. (39). 

Pri výpo te waveletov pomocou iterácií na 
základe koeficientov QMF, dôle�itou vlastnos ou je 
tzv. regularita výsledných funkcií. Pod pojmom  
�regulárny� sa rozumie, �e asovo spojité 
waveletové funkcie (i)(t) a mierková funkcia (t) sú 
prinajmen�om spojité, alebo v lep�om prípade majú 
spojitú prvú alebo druhú deriváciu. Bez doplkových 
opatrení pri návrhu systému  K kanálovej banky 
QMF mô�u tieto iterácie vies  k  funkciám frak-
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tálového typu pre (t) aj (i)(t). Aby sme mohli 
stanovi  nutné podmienky pre regularitu waveletov 
vyu�ijeme momenty waveletových funkcií. Nech 

k
(o) zna í k-ty moment mierkovej funkcie (t) a 

k
(i) waveletovej funkcie (i)(t), t.j. 

 

dt)t(t k)o(
k                            (40) 

 

dt)t(t )i(k)i(
k  ,    i=1,...,K�1           (41) 

 

Nech k-ty moment postupnosti gi(n) je daný takto 
 

)n(gn i
n

k)i(
k  ,    i=1,...,K�1                 (42) 

 

Pre regularitu bázových funkcií po�adujeme , aby R 
momentov ka�dého waveletu (i)(t) bolo rovných 
nule, t.j. 
 

k
(i) = 0 , k=0,�,R-1 ,   i=0,�,K�1     (43) 

 

Lema 1: pre momenty k
(i) a k

(i) platí nasledujúci 
vz ah 

)o(
jk

)i(
j

k

0j

2/)1k()i(
k j

k
)K/1(  ,   i=0,�,K�1    (44) 

 

Lema 2: Aby prvých R momentov waveletovej 
funkcie bolo rovných nule, musí ma  prenosová 
funkcia príslu�ného QMF  R-násobnú nulu v z =1. 
Dôsledkom tejto lemy je po�iadavka, aby Gi(z) boli 
tvaru 
 

)z(S)z1()z(G i
R1

i ,   i=1,�,K-1           (45) 
 

Lema 3: Ak pásmové filtre Gi(z), i=1,�,K�1  majú 
R-násobnú nulu v bode z=1, potom prenosová fun-
kcia prototypového DP filtra Go(z) má nuly v bo-
doch z=WK

k, k=1,�,K�1 kde Wk=e-j2 /K. Lema 3 má 
za následok, �e prenosová funkcia prototypového 
DP filtra Go(z) musí by  v tvare 
 

)z(S)z1()z(G o

R1)K(log

0i

2
o

2
i

          (46) 

 

kde So(z) je polynóm premennej z-1. Pre vyjadrenie 
podmienok regularity v asovej oblasti definujeme 
novú postupnos  ri(n) nasledovne  
 

)lKn(g)lKn()n(r
1K/N

0l
0

i
i ,  n=0,�,K�1,    

i=0,�,R�1    (47)  
 
Pou�itím rov. (46) mô�e by  ukázané, �e pre 
regularitu R-tého rádu výsledných waveletových 
funkcií, musia by  postupnosti ri(n) nezávislé od n, 
t.j. 
 
ri(n)=C=kon�tanta , n=0,�,K�1, i=0,�,R�1     (48) 
 

Uvedené podmienky regularity sme alej pou�ili pri 
metóde návrhu banky QMF rozpracovanej v kap. 2. 
Napr. po dosadení za K=4, N=16 a R=2 do rov. (47) 
a uva�ujúc rov. (48) ako aj vlastnos  symetrie 
impulznej charakteristiky go(n) dostaneme nasledu-
júce ohrani ujúce podmienky 

go(0) � go(1) � go(2) + go(3) � go(4) � go(5) �   
go(6)+ go(7) = 0 

�15go(0) + 13go(1)  �11go(2) + 9go(3) � 7go(4) + 
5go(5) � 3 go(6) + go(7) = 0 

14go(0) � 2go(1) + 12go(2) + 4go(3) + 4go(4) � 
10go(5) � 6go(6) + 9go(7) = 0                            (49) 

a pre K=8, N=16, R=1 tieto ohrani ujúce podmienky 
budú  

go(0) � go(3) + go(4) + go(7) = 0 
go(0) � go(2) + go(5) + go(7) = 0 
go(0) � go(1) � go(6) + go(7) = 0                (50) 
 
 
4. EXPERIMENTÁLNE VÝSLEDKY  
 

Na základe rozpracovanej teórie bol vypra-
covaný algoritmus výpo tu waveletov pomocou 
banky QMF. Navrhnuté programové prostriedky 
umo� ujú výpo et impulzných charakteristík QMF 
analýzy a syntézy pre  d �ky ich impulzných 
charakteristík N=8,16,24,32,48 a 64 a po et kanálov 
K=2,4,8,16 a 32. Dosiahnuté hodnoty maximálnych 
subpásmových ziskov GSP pre Markovov model 
vstupného signálu daný rov. (35) sú uvedené v tab.2. 
  

 
Tab. 2  Subpásmový zisk pre rôzne hodnoty N a K 
Tab. 2  Subband gain for various values N and K 

 
Výpo et mierkovej funkcie (t) itera nou metódou 
pomocou impulznej charakteristiky go(n) pre K=4, 
N=16 je znázornený na obr. 2. Na obr. 2a je 
mierková funkcia s vyzna ením detailu po 2. iterácii, 
na obr. 2b a 2c sú detaily mierkovej funkcie po 6. 
iterácii a 14 iterácii. Pre porovnanie sú na obr.2d 
znázornené detaily mierkovej funkcie pre K=4, 
N=16 bez podmienok regularity a mierkovej funkcie 
pre K=4, N=16 s regularitou R=2. Ako dostato ný 
po et iterácií k tomu, aby funkcie mierky 
skonvergovali do kone nej podoby sa ukázal po et 
10. Z obr. 2 je vidno, �e ak pou�ijeme koeficienty 
dolnej priepuste, pri optimalizácií ktorých neboli 
uva�ované podmienky regularity nerovnosti na 
mierkovej funkcii sa po as jednotlivých itera ných 
krokov budú zvä �ova . 

Po et kanálov K D �ka filtra
N 2 4 8 16 32 

8 3,2025 6,2518 6,4153 - - 

16 3,2029 6,8535 7,8047 7,0169 - 

24 3,2088 7,0034 8,0549 - - 

32 3,2278 7,0491 8,2367 8,0005 7,3714

48 3,3400 7,0879 8,3479 8,1332 - 

64 3,5677 7,0959 8,3836 8,2175 7,2781
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a)       b) 

 

 

 
c)       d) 

 
Obr. 2  a)  Mierková funkcia s vyzna ením detailu po 2.iterácii, detail mierkovej funkcie po b) 6.iterácii,c) 

14.iterácii, d) detaily mierkovej funkcie po14.iterácii bez podmienok regularity  a s regularitou R=2 

Fig. 2  a) Scaling function with marking of detail after 2.iteration , detail of scaling function  after b) 6. iteration, 
c) 14. iteration, d) details of scaling function after 14.iteration without regularity conditions and with the 

regularity R=2 
 
 

 

             

 
 

Obr. 3   Mierková funkcia a wavelety pre K=8, N=16, R=1 
Fig. 3   Scaling function and wavelets for K=8, N=16, R=1 
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Vypo ítaná mierková funkcia (t) a wavelety    
(i)(t), i=0,1,�,7 pre K=8, N=16 a R=1 sú 

znázornené na obr. 3. 
 

 

Tab. 3  Koeficienty QMF analýzy pre K=4, N=16, 
R=2 

Tab. 3  Analysis filter coefficients for K=4, N=16, 
R=2 

 
Ako príklad sú v tab.3 uvedené optimalizované 
koeficienty QMF analýzy pre K=4, N=16, R=2 a v  
tab.4 sú optimalizované koeficienty QMF analýzy 
pre K=8, N=16, R=1. 
 

 

 
Tab. 4  Koeficienty QMF analýzy pre K=8, N=16, 

R=1 
Tab. 4  Analysis filter coefficients for K=8, N=16, 

R=1 

Vykonaná bola tie� optimalizácia QMF analýzy pre 
N=8,16,24,32 a K=4,8 pri uva�ovaní podmienok 
regularity. Dosiahnuté hodnoty subpásmových 
ziskov pre uva�ovaný  Markovov model vstupného 

signálu sú v tab. 5. Z porovnania GSP v tab. 5 a 2 
vidno, �e dosiahnuté hodnoty GSP sa pri uva�ovaní 
podmienok regularity menia len ve mi málo. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Tab. 5  Subpásmový zisk pre rôzne hodnoty N, 

K a regularitu R   

Tab. 5  Subband gain for various values N, K and 
regularity R 

 
 

Nakoniec bola vykonaná simulácia K-kanálovej 
banky QMF na obr.1 pre vstupný diskrétny signál  
 

x(n)=1/[1+((n-25)/ )2],   n=0,1,�,N1=50      (51) 

Vypo ítané hodnoty strednej kvadratickej chyby 
 

1N 1
2

1
n 0

�x n x n N 1 N         (52) 

 

rekon�trukcie tohto signálu pre K=2,4,8,16,32 
a N=8,16,24,32,48,64 sú v tab.6. Vypo ítané hod-
noty strednej kvadratickej chyby  potvrdzujú 
vlastnos   DR vyjadrenej rov. (3). 
 

 
Tab. 6  Hodnoty strednej kvadratickej chyby 

rekon�truovaného signálu 
Tab. 6  Mean square error values of the 

reconstructed signal 
 

5. ZÁVER 
 

V lánku sme prezentovali algoritmus výpo tu 
K-kanálovch waveletov pomocou metódy 
rekurzívnej iterácie z koeficientov impulzných 
chrakteristík bánk QMF s lineárnou fázovou 
frekven nou charakteristikou a  dokonalou 
rekon�trukciou. Základom  k  tomu bolo nájdenie 
impulznej charakteristiky prototypového DP filtra  
pomocou numerickej optimalizácie pri pou�ití 
subpásmového zisku ako ú elovej funkcie. 

n g0(n) g1(n) g2(n) g3(n) 
0 0.0305506973 0.0199081055 0.0199081055 0.0305506973 
1 -0.0199081055 -0.0305506973 0.0305506973 0.0199081055 
2 -0.0584752111 -0.0381048806 -0.0381048806 -0.0584752111
3 -0.0381048806 -0.0584752111 0.0584752111 0.0381048806 
4 -0.0367062753 -0.1688409998 -0.1688409998 -0.0367062753
5 0.1688409998 0.0367062753 -0.0367062753 -0.1688409998
6 0.4095423167 0.5442604587 0.5442604587 0.4095423167 
7 0.5442604587 0.4095423167 -0.4095423167 -0.5442604587
8 0.5442604587 -0.4095423167 -0.4095423167 0.5442604587 
9 0.4095423167 -0.5442604587 0.5442604587 -0.4095423167
10 0.1688409998 -0.0367062753 -0.0367062753 0.1688409998 
11 -0.0367062753 0.1688409998 -0.1688409998 0.0367062753 
12 -0.0381048806 0.0584752111 0.0584752111 -0.0381048806
13 -0.0584752111 0.0381048806 -0.0381048806 0.0584752111 
14 -0.0199081055 0.0305506973 0.0305506973 -0.0199081055
15 0.0305506973 -0.0199081055 0.0199081055 -0.0305506973

n g0(n) g1(n) g2(n) g3(n) 
0 0.0652612510 0.0270061378 0.1080680279 0.0347580046 
1 0.0270061378 0.0652612510 0.0347580046 0.1080680279 
2 0.0347580046 0.1080680279 0.0270061378 0.0652612510 
3 0.1080680279 0.0347580046 0.0652612510 0.0270061378 
4 0.2454853625 0.3187953859 0.4188146416 0.3805595284 
5 0.3187953859 0.2454853625 0.3805595284 0.4188146416 
6 0.3805595284 0.4188146416 0.3187953859 0.2454853625 
7 0.4188146416 0.3805595284 0.2454853625 0.3187953859 
8 0.4188146416 0.3805595284 0.2454853625 0.3187953859 
9 0.3805595284 0.4188146416 0.3187953859 0.2454853625 

10 0.3187953859 0.2454853625 0.3805595284 0.4188146416 
11 0.2454853625 0.3187953859 0.4188146416 0.3805595284 
12 0.1080680279 0.0347580046 0.0652612510 0.0270061378 
13 0.0347580046 0.1080680279 0.0270061378 0.0652612510 
14 0.0270061378 0.0652612510 0.0347580046 0.1080680279 
15 0.0652612510 0.0270061378 0.1080680279 0.0347580046 

n g4(n) g5(n) g6(n) g7(n) 
0 0.0270061378 -0.1080680279 0.0347580046 -0.0652612510 
1 -0.0652612510 0.0347580046 -0.1080680279 0.0270061378 
2 0.1080680279 0.0270061378 0.0652612510 0.0347580046 
3 -0.0347580046 -0.0652612510 -0.0270061378 -0.1080680279 
4 -0.3187953859 0.4188146416 -0.3805595284 0.2454853625 
5 0.2454853625 -0.3805595284 0.4188146416 -0.3187953859 
6 0.4188146416 0.3187953859 0.2454853625 0.3805595284 
7 -0.3805595284 -0.2454853625 -0.3187953859 -0.4188146416 
8 -0.3805595284 -0.2454853625 0.3187953859 0.4188146416 
9 0.4188146416 0.3187953859 -0.2454853625 -0.3805595284 

10 0.2454853625 -0.3805595284 -0.4188146416 0.3187953859 
11 -0.3187953859 0.4188146416 0.3805595284 -0.2454853625 
12 -0.0347580046 -0.0652612510 0.0270061378 0.1080680279 
13 0.1080680279 0.0270061378 -0.0652612510 -0.0347580046 
14 -0.0652612510 0.0347580046 0.1080680279 -0.0270061378 
15 0.0270061378 -0.1080680279 -0.0347580046 0.0652612510 

N
K=4 K=8 

  8 6.2515   R=1  

 16 6.8425   R=1 

6.8325   R=2 

7.8283    R=1  

 24 6.9991   R=1 

6.9949   R=2 

6.9327   R=3 

8.0646   R=1 

  32 7.0423   R=3 8.2468   R=1 

Po et  kanálov K 
N 2 4 8 16 32 
8 1,569e-22 5,676e-23 3,285e-21 - - 

16 3,590e-21 3,141e-23 4,789e-28 7,676e-30 - 
24 2,602e-29 4,306e-22 1,125e-25 - - 
32 6,162e-25 2,238e-25 2,663e-23 2,479e-21 3,971e-25
48 6,394e-22 2,295e-22 3,404e-21 4,047e-21 - 
64 1,494e-23 8,688e-24 6,742e-24 3,071e-21 5,770e-25
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Zostávajúcich (K-1) QMF analýzy sa získa z tohto 
DP filtra pou�itím operátorov preusporiadania. 
Podmienky ortonormality subpásmových QMF sú 
pritom pretransformované na ekvivalentné 
podmienky dolného priepustu g0(n). Pri výpo te 
waveletov sme do procesu optimalizácie za lenili 
podmienky regularity, ím sa nerovnosti na 
mierkovej funkcii a waveletoch po as jednotlivých 
itera ných krokov nezvä �ovali na rozdiel od 
návrhov bez uva�ovania podmienok regularity. 
Najvä �ieho rádu regularity R=3 bolo dosiahnuté pre 
K=4 , N=24 a 32. 
 
Táto práca bola podporená s GAV M� a SAV SR 
v projekte . 1/0384/03. 
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